
TEOREMA GENERAL 

DE LA REPRESENT AClÓ CONFORME 

I. CLASSIFICACIÓ GENERAL DE LS RECINTES 

Els recintes simplement conexos de diverses o infini
t es folles es classifiquen en dos grups: 

a) Recintes tancats, aixó és, recintes d'un nombre in
fmit de fulles indefinides, que contenen el punt de l'infinit, 
els quals es poden deformar aplicant-los damunt l'esfera 
completa. Una retrosecció qualsevol els divideix en dos 
recintes parcials. Els recintes d'aquest tipus són les super
ficies de Riemann de les funcions algebriques de genere 
zero. 

b) Recintcs oberts de diverses o inflnites fulles, amb 
nombre fmit o infinit de punts de ramificació, d'ordres 
finits o infinits; aplicables per deformació damu.nt l'esfera 
puntejada o damunt un casquet. Un exemple de tals re
cintes l'ofereix la superficie de Riemann de la funció log z, 
exclosos els punts o i oc . 

La possibilitat de la representació conforme damunt 
!'esfera completa, o damunt el pla complet, d'un recinte 
tancat, s'obté facilment pel metode alternat, o també su
primint un punt del recinte, amb la qual cosa es trans
forma en ºrecinte obert; i efectuada la representació de 
aquest damunt del pla incomplet (o sigui !'esfera puntc
jada) com veurem més endavant, la funció obtinguda és 
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també analítica i regular en el punt exclós, en virtut del 
teorema de 'Riemann (*), i efecfúa, per tant, la represen
tació del recinte complet damunt del pla complet. 

Ens caldra només, dones, considerar els recintes oberts, 
únics en que el problema presenta dificultat. 

2. SucCESSION'S CO~VERGENTS DE RECINTES 

Donat . un recinte obert G simplement conex, i un 
punt interior O, és possible construir una successió indefi
nida de recintes simplement convexos G,, G2 , G

3 
... , limi

tats per curves analítiques, que convergeixin cap a dit 
recinte G. En termes més precisos, aquests recintes han 
de complir les condicions següents: 

r.ª Tots estan continguts en G i contenen O en llur 
interior. 

2.ª G11 esta contingut en G11+" o sigui G,,~G,,+ ,-
3. ª Tot punt de G está contingut en G,. des d'un 

valor de n en endavant. 
Aquestes tres condicions seran expressades abreujada

ment escrivint: 
lim G,,=G . 

n-➔ ex: 

Un metode senzill per a construir aquesta successió és 
el següent, de Koebe: Prenem un quadrat de costat a i 
centre O contingut en G; i construim tots els quadrats 

adjacents de costat .!:., continguts en G, i que compleixin 
2 

¡•¡ Teorema de Rtemam,. Si /(z) és analítica en un entorn del punt z= a, 
eJ<ceptat el mateix punt a, i es conserva finita en tal recinte, té f(z) un l¡mit 
linit a per a z ➔ a. Si s'assigna aquest valor al punt a, posant /(a) = a. 
la funció així completada és analitica en el punt z. Per la demostració vegis 
a Osgood, pag. 310. Lehrbuch der F1111ktio11entheorie, Leipzig, 1912. 
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la condició que es pugui unir qualsevol punt de O amb 
qualsevol punt de la xarxa construida per mitja d'una 
linia de longitut no superior a a. 

Subdividits els quadrats en quatre parts, construim els 

quadrats adjacents de costat ~. continguts en G, els punts 
4 

dels quals siguin accessibles desde A per camins de lon-
gitut no superior a za. Seguint així construim una xarxa 

de quadrats de costats 
2
~, , continguts en G, els punts dels 

quals són tots accessibles des de O per camins de longi
tut < na. 

Si en la construcció de quadrats successius evitem co
brir els punts de ramificacions, el resultat G',. obtingut 
no sera, en general, simplement conex, pero afegint-li els 
recintes parcials limitats per les linies trencades interiors 
que contingui, obtenim un recinte simplement conex 
G,.~G',.. 

Els recintes G,. compleixen a primera vista les condi
cions r.ª i 2.a. Ultra aixó, qualsevol punt A de G pot 
ésser unit amb O per una trencada (per la conexió de G) 
i sense altra cosa que pendre n prou gran perque na sigui 

major que la longitut d'aquesta, i 
2
ª,, petit a bastament, 

queda A contingut en G',. i per tant en G". 

3. CAS A. - L A SUCCESSIÓ DE RADIS ÉS CONVERGENT 

I.ª part. Limitació. 

Sigui g un recinte contornejat qualsevol interior a G. 
Cada punt de gesta en G,, d'un cert valor den en enda
vant; a cada punt z0 correspón un valor n 0 de l'índex que 
compleix aquesta condició, i aplicant el teorema de Borel 
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obtenim un valor únic v tal que tot el recinte gesta con-
t ingut en Gv, G,1+ , ... . 

Siguin /1 (z), f2 (z), .... f,,(z) . . . les funcions· que efec-
t úen la representació conforme de G

1
, G

2 
•••• G,. .... 

damunt de Cw corresponent-se els origens i les direccions 
reals. La funció f .. +p(z) transforma G,,-<G,,+P en un recinte 
G',.-<Cw; i la funció f,.(z) transforma aquest mateix G,, 
en Cw; sera, dones, pel lema de Schwarz en tot el re
cinte G,.: 

l/n+t,(z)I < 1/,.(z) j 

La funció Oz) transforma g en cert recinte interior a 
C,0 ; existeix, dones, un número)... tal que en tots els punts 
de g sera 

per tant: 
lf,.(z)¡ < A< 1 

per a tots els punts de g, ip er a tots els índexs n > v. 

2 .• part. Convergencia. 

La funció f,.+P (z) transforma G,.+P en c .. i G,.-<G»+P 
en G',.-<Cw; entre els radis d'aquests quatrc recintes en el 
punt O existira (Conf. II § r , ap. 2) la relació 

(. I ( 

,.1 ==-'"-
I P11+P 

i com que, en virtut de lo dit en el § 3 de la Conf. IV, 
anomenant h,. la distancia de O al contorn de G' n és 

tenim: 

p,. 20,.< -- <-- I 
Pn+P I +Ji,, 



i essent 

resulta: 
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lim Pu = lim Pn+P = p, 
n7 oc n ;;:,, oc 

lim h,. = x; 
n;;:,, oc 

prenent, dones, n gran a bastament sera 

:>.. < yf <h,.<r. 

Com que les funcions f,.(z), f,.+p(z) transformen G» en 
Cw i G',. respectivament, tenim entre aquests una repre
sentació conforme i aplicada a ells la limitació de Cara
théodory per a , = yf sera h" t >), ; per tant 

1/,.+P(;;)-/,.(z)I < s 

per a n>N i p qualsevol en tot el recinte g. La successió, 
dones, convergeix uniformement en tot recinte constant 
interior a G i pel teorema de Weierstrass (Conf. I § 6) 
defineix una funció lírnit f (z) analitica en tot punt de G. 

Ob • , , f' ( I , / ' , ) I ---i-. • serv1 s que per esser ,. o)= -es • to = - -;-o, 1 per 
p,. p 

tant, f(z) no és una constant. 

3.a part. R epresentació. 

Tot punt z0 de G, queda compres en G" des d'un cert 
valor de n; i com que les funcions f,. (z) són uniformes, 
defineix / (z0 ) un punt únic. Per ésser lf,,(z

0
)!<:>.. < r resul

ten sempre punts interiors a Cw. 
Si W0 és un punt qualsevol interior a Cw, per ésser 

lim h,,=r, des d'un cert valer n=v sera 

lwol<li,.<r n>Y 

qualsevol que sigui h; per tant, l'homoleg de w
0 

en la 
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transformació de G,,+P damunt G,. efectuada per /,,+P ( t ), 
esta dins de G,,, i l'equació 

f,.(z) = reo , n > v 

té una arrel z0 dins de G,,· Essent aquest un recinte con
tornejat interior a G es pot aplicar el teorema de Hur
witz (Conf. V § 4), i l'equació f(z)=w0 tindra també una 
sola arrel dins de G •. Hi ha, dones, un homóleg z

0 
de· w0 

en G, i aquest és únic, puix si en tingués un altre z1 , pre
nent v gran a bastament quedaríen ambdós dins d 'ell, con
tra la conclusió anterior. 

En resum: la funció /(z) efectúa la representació biu
nívoca, continua i conforme de !'interior de G damunt 
!'interior de C"'. 

4. Nou TEORE?IIA DE LB!ITACIÓ 

Hem resolt el cas A basant-nos en el teorema de limita
ció de Carathéodory. Pera escornetre per un metode ana
leg el cas B en que lim p,. = et:: per n- 7 ct::, anem a 
establir un nou teorema d'una mena semblant al de Cara
théodory. 

Donat un recinte qualsevol G, simplement conex 
d'una fulla, que conté en son interior el cercle lzl<H de 
centre O i radi H, si w = f(z) és una funció qualsevol ana
lítica i regular en G, , que compleix les úniques condicions: 

f(o)=O lf(o) l=I , 
es verifica: 

1 :r Fixat un cercle lzl<h<H interior a H , pe1' a tots 
els valors de z continguts en ell és : 

\w-zl< m 

esse1tt m im núine1'0 positiit que sols depen de h i H pero 
no de f(z) . 
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2 .6ª Fixat h, és li,m m=O, per a H "-7' a:. 
Pel teorema de Taylor-Cauchy (Conf. r.ª) és: 

estant P expressat en tot punt del cercle C.1.H (Y. < r) per 
la integral : 

p = - I- J " f(t)dt 
2TCi t•(t - z) 

º1.H 

presa al llarg de la circumferencia Y.H en sentit positiu. 
Pero en aquesta circumferencia és: 1 t 1= ·1.H , i en virtut 
del teorema III de Koebe (Conf. 4.ª § 4) és: 

\.f(t)\<KH . 

Si considerem, dones, el valors de P solament en el cercle 
C,., en el qual és: 

tenim: 

IPI = !...J 1/(t)l ldtl = !... KH l ldt l K 
< zr. 1W lt- zl < 2,.· 'l-2 H2 

• (1.H-h) 'l.(xH - h) 
'l.1-1 

per tant, en tot el cercle C,. és: 

- 1(./¡2 
lw- zl=lz\"IPI<_ (· H A) " X. X. - /, 

Qualsevol que siguin h<H es pot trobar el nombre 
fix 'l, <r sense cap més condició que la h<'l.H < H i la 
limitació anterior es verifica qualsevol que sigui f(z ) sense 
altra condició que la f(o)=o, f'(o)=r. 

Fixat h, si H creix indefinidament, conservant-se fixos 
1. i K resulta : 

lu•-zl<€ 

de cert valor de H en endavant, essent s tant petit coin 
se vulgui. 
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